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l• Een rij functies {gn(t)}:~1 heat gesloten in een interval (a.,,b) 
ala (onder zekere voorwaarden van 1ntegrabiliteit) f in {a.,,b) een 
nulfunctie is, indien 
b J f(t)g 11(t)dt ,.. 0 
a 
(n • 1.,2., ••• ) • 
Voor ons onderwerp is het doelmatiger 4e index n alle gehele 
waarden - e>o < n < oo te laten doorlopen, wat geen beperking inhoudt. 
overigens wordt hier alleen het geval beschouwd waarbij 
ix t 
b = -a = Yr , gn ( t) = e n 
Gesloten systemen die aan (1) beantwoorden zullen worden aange-
duid als gesloten in ( de klasse) LP( - tt, rt) • Tenzij anders vermeld 
1s p = 2. 
over deze stelsels van trigonometrische functies schreef Wiener 
\. in 19)4: "This is a subject with .a surprisingly small literature" 
'¾:i:~:.(l.c. p. 86). Ook nu lijkt het onderwerp ve:rre van uitgeput., 
2; De geslotenheid 
ixnt)oo 2 
van [ e S . in L ( ... -rt , rt ) houdt n1et in dat 
= n•-o:io 
(:I,$ ix t 
f(t) • L a0 e . .,, n 
n=-Qdl K 
voor zekere waarden van t; ook niet 
(2) tot f(t) kan wordan geaormneerd. 
vol,led1g, d .w.z. er 1s voor :iedere 
ean fo::rmele reeks ala in 
is een dergelijk stelsel 
> o een "veelterm" 
N 
P(t,.e,) - L ; 1.x t a(n,t)e n (N • N{t}) 
. nlll;:oi-N 
(2) 
- 2 -
waarvoor 
'ft' s I f( t) - P( t, t, ) J 2 dt <. t .. 
-'rt 
Omgekeerd ia een volled1g isysteem ook gesloten; be1de tert11m 
k:unnen dus door elkaar worden gebruikt. 
De vragen wanneer f(t) een ontw1kkel1ng(2} toelaat, en Wflke 
e1genschappen cteze dan bezit, worden nu niet behandeld. De:i.e 
vragen., - en in bepaalde gevallen hun antwoorden - , hebbe,1 een 
analogon in de theorie van de reeks van Fourier.Paley en f1ener 
bewezen dat voor 
{n = O, + 1, ••• ) ., ( 3) 
ix t 100 
wa.arbij D < tt - 2 , het sys teem le n S-<00 volledig is., er. er een 
ontwikkeling ( 2) beetaat die tege lijk met de Fourier.,c'eeks van 
f convergeert, resp. sommeerbaar is. Dit blijft waar voor D < i, 
maar niet meer voor D = f (Levinson). 
2 J• Het bekendate voorbeeld van een volledig stelael in L ( - 'tt, rt), 
- en zelfs in L(-~_,Tt) - , is de 11 basis 11 feint}'° van de l n=-oo 
reeks van Fourier. m.erover valt o .m. het volgend:: op te merken: 
( a) de basis is volledig over ieder interval ler lengte 2 rt, 
ma.ar onvolled1g in ieder groter interval ( tegenworbeeld bij 
Levinson p .. 2); 
( b} voor een intervallengte 2 rt is de bae is "minimaal": deze 
wordt onvolled1g door er een element uit weg te laten; 
(c) het stelsel [eintJ :N is volledig in ieder interval ter 
lengte van 2TC - f, , maar niet minimaal; a fortiori geldt dit ala 
uit {e1nt} ~-oo een eindig aantal elementen wordt weggelaten. 
~. Deze resultaten kunnen tot systemen var: de algemene gedaante 
(1) worden uitgebreid,. Levinson onderscheidt daarbij eenzijdige 
systemen en tweezijdige, al naar de verzameling txnS alleen 
+ oo ( of alleen - oo ) tot verdichtingspunt heeft, dan wel +co en 
- oo beide ( anders verdiohtingspunten komen niet in aenmerking). 
Eenzi jdige system.en komen nu niet tar s~Take. 
De volgende stellingen, met een enkele bekorting ontleend aan 
Paley-Wiener en Levinson, geven een indruk van het terrain waar 
deze voordraoht thuishoort (Romeinse e1jfera du1den het numm.er 
van hun theorema aan). 
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L III. Stel 
Z1j 
V J tt(u) du > 2V .. P - 1 log v + o( 1) 
1 u p ( p i; 1) • 
ix t]oo 
Dan is het stelsel (e n n•-oo volledig in LP(-"' .,"1:'). 
L IY. Zij 
-
.,, 
\xnl ~ \n} +; + ~ (n • 0,,±1,±,2, ••• ) • 
ix tJ 00 Mocht het stelsel re n nog n1et volled1g1ztjn, den l.. n•-oo « t 
wol'di d1t volle41g door er ten hoogste N elementen e n aan toe 
f ix tj"° te voegen. In het bijzonder is le n n • -• valled1g in 
LP ( - n-, ,c } ( p ~ 1) ala 
{n • o,.±.1, ••• ) • 
ix t 00 
L VI. Een volledig stelsel fe n Jn. _00 in LP(•tt,'T't') (p~1) 
bl1jft volledig door een w1llekeur1ge xn door een ender getal te 
vervangen. 
P-W XXX. Zij 
xn 
lim - • 1.· 
tnf • c,o n 
Stel 
\o x2 
F(x) • rt ( 1 - :-2' ) • 
1 xn 
. +1x t 1oo · 
Zij het stelsel {e- n ln.1 volleclig en m1n1mael in t 2(-1' a 'ft). 
Dan is 
F(x) ; L2(o.,oo), F':} E L2( 1.,co) • 
• 1x tlc,o 2 
Zij vervolgens £1.,e- n In.1 volled1g en m1n1maal in L (•'ft, 'f\'). 
Dan is 
.. 4 -
~! E{ beataat een zeker verband tuesen een volledig 
(e Xn ! en de gehele functie 
ClO 
F(x) = TC' 
X 
-X 
( 1 - L)e n , 
xn 
stelsel 
( 4) 
dit blijkt zowel uit de formuler1ng van P-W XXX ala b1Jv. u1t 
het bew1js van L III (1s een grootheid xn • o, den moet de bij-
behorende primaire factor van F door x worden vervangen). Omge-
keerd kan een probleem over gehele functies met uitsluitend 
reele nulpunten tot beschouwingen over volledige systemen voeren. 
Op een dergelijke wijze rees de vraag naar de volledtgheid van 
ix t 1 oo [e n n==-oo onder voorwaarden voor de nulpunten xn die geen 
begrensdheid van de verschillen xn - n implieeerden. De zo jutst 
opgeaomde stellingen boden daarbij geen houvast, LIV uiteraard 
niet, en naar bleek L III evenmin. Ook bij (oppervlakkig~) litte-
ratuuronderzoek werden gean uitkomsten gevonden die in deze 
moe111jkheid voorzagen. 
Voor eindiS veel waarden n kan het veraoh11 xn - n wegens L VI 
willekeurig worden gekozen. Verder kan men aftelbaar veel Vtr 
schillen willekeurig groot maken, door eenvoud1g de verzameling 
lxn\ te vernummeren. Dan zijn echter de nulpunten xn in het 
algemeen niet meer near klimmende grootte gerangschikt (wat 
tevoren steeds stilzwijgend werd verondersteld), bovendien zijn 
de tuasengelegen 1ntervallen voor vernummeren invariant (de volg-
orde van de nulpunten blijft wel onveranderd door de index n met 
een constant maar overigens willekeurig getal te vermeerderen). 
Toch blijkt er wel aanleiding te zijn de conditie xn < xn+1 te 
laten vallen en de mogel1jkhe1d van inversies toe te laten, 
waarbij xn+j < xn voor bepaalde waarden van n en j. - Wordt een 
gehele functie gedefinieerd door, zeg, een reeks van Taylor, 
dan is er natuurlijk geen enkele reden om de reele nulpunten 
anders dan naar klimmende grootte te nummeren. Dit wordt andcr~ 
als zulke nulpunten door een expliciete analyt1sche u1tdrukk:1ng 
worden vastgelegd. 
Het bedoelde vraagstuk was in sommige opzichten specialer en 
daardoor enigsz1ns eenvoudiger dan de door Levinson behendelde. 
Daarom wordt van nu af aangenomen dat (a) F even, (b) F(O) r 0 1 
(c) P' (xn) ~ o. Omdat F even 1s, kunnen w1j on.a tot re9le 
runoties t(t) beperken. 
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De nulpunten ven F worden nu aangegeven door xq, waarb1j 
steeds 
q • m + ½ ( m ge heel, - co < m .c: co ) , ( 5) 
zodat (4) overgeat in 
,_,..,. x2 
F{x) • I', ( 1 .. ~) • 
q > O xq 
Bij even gehele funotiea met uitaluitend re~le nulpunten 1s 
-dit nl. de enige w1Jze van indiceren waarbij x-q • - xq, q - Q1 
geheel voor ieder indexpaar (q,q'), en q + 1 index ala q d1t is 
(bij oneven functies treedt deze moeiliJkheid niet op). 
Stelling. Stel 
SchriJf 
11m sup ~ L. \~ < t . 
N• IIO O < Q< N 
rt' 
"1 q • J <.p( v) cos qv dv 
0 
(wat wegens (7) mogelijk is). Zij 
(6) 
( 7) 
(8) 
'f{O) = O, 4f{V) E. LiP«. ((v) •<O,h)) (9) 
ix t eo 
voor zek:ere O < o<- ~ 1 €:n ZE:ik:ere o < h , 'ft • Dan is t,e q j_00 
volledig in 1 2( - Tt., 11;). 
Opmerkine;en 
(e). De rormule xq • q + tq spl1tst xq in een "seculaire• en 
een "oscillerende" term; de nulpunten van F(x) sohommelen om de 
oorresponderende nulpunten van cos T'C x. Sohommelt !q krechttg 
geooeg dan lrunnen 1nverstea optreden; is 'f d1fterentiee~baar en 
van voldoend kleine to.tale schommeling, dan zijn deze u1tgealoten 11 
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( b) • Voor voldoend grote q is de voorwaarde xq > O vanze lf 
vervuld wegens ( 7) • 
(c). In het oorspronkelijke vraagstuk was aan (7) en (9) 
ruimschoots voldaan wegEins 
lim.1 L ~2 =-31 , ~q• N• o.oN O<q<N q srt ~(v) cos qv dv , ~ 
waarbij lf' in Cf , tt) overigens niet van beperkte schommeling was. 
:Bewijs 
(a). De constante ¾ speelt voorlopig in het bewijs geen rol. 
Ui t de mildere voorwaarde 
( 7 l) 
vo1gt> door partieel sommeren Ein rekening houdend met 
2 
!m+½ = 8 m+1 - 5 m 1 (10) 
de convergentie van L ~2 • Volgens Riesz--Fie<thtar 1s er dan een 
:f'unctie 'f E L2(o, Yt) q>O ~aarvoor ( 8) geldt., zoals onmiddelltjk 
:i.n te zien, 
(b). Enkele schattingen warden meermalen gebruikt, Uit (10) 
volgt 
5 -q (11) 
zodat xq ~q, wat oprnerking (b) staaft. - Veer q > o is xq > o., dus 
~q > -1, zodat wegens ( 11) 
.,. 
q log( 1+~q) = Sq + o( 1). 
(c), Vervolgens levert (8) 
S'lt s'l't Sin NV L. "'<q -= L ~{v).cos qv dv -= 1f{v)---- dv 
0..ii;q<N O<q<N O O 2 sin v/2 
( 12) 
( 13) 
h "ft' 
-S + 5 · 
0 h 
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Voor N -roo nadert de laatste term van het mtiest reohtse lid 
tot O {Riemann-Lebesgue); wegens (9) nadert ook d~ eerste t~rm 
van dit 11d tot O (Lipschitz). Dus is 
L i • o • 
Q>O q 
Hieruit volgt we&r, wegena (12), 
L. log( 1+,Zq) • L l~q + O(~~)J • L 
q>O Q>O Q>O 
Zo Ju1st is bewezen dat 
dus is ook de reeks 
L '[~<OD, 
q:>O 
L log( 1+'lq) 
q>O 
convergent. Wegens (6) convergeert den ook hat produet 
X 
TT :.3. • 1t ( 1+ t ) 1111 A> o. 
q>O q q>O q 
( 14) 
( 15) 
(d). WiJ gaan nu het kanonieke product Fin de berekening 
betrekken. U1t 
volgt 
zodat wegens (4 1 ) en (15) 
2F ( 1 ) 1 21 2 2 2 + ..,.2 Y2 + x~ y '11:. + y xg 1t _g__:::_ I~-+ ·""q -2 'I\. , 
""'e-rt_Y_+_e ___ ey_ ""' q > O 1 + y2 /q2 = q :> O ~ • ;2 + q2 • A q '> o 12 + qi: q 
dus, voor y • + oo , 
log F( iy) - rt.y • L. 
Q >0 
Nu 1s 
zodat 
... 8 -
2 
~q ~ 2 2 2 < L- 'l q • O{ 1), 
Q>O y +q Q>O 
~ q~ 
log :(iy) - Tty• 2 q~O ~, + 0(1) ,. 
q + y 
Wegens (14) is 
.L q~q 2 C L ~ { 1 - y2 ~ } - - y2 L ~ 9 
q > 0 q2 + y q > O q q q ( q2 + y ) . q)Q q ( q2 + y2) 
wet geeft 
log F(iy) -'t'f:y • - 2y2 L 2"t.q 2 + 0(1) , (16) 
q ) 0 q + y 
Uit de absolute convergentie van 
volgt nu 
~ 
q~O q2 : y2 , f j,p(v) cos qvl dv 
0 
'It 
L 2 '<q 2 = ff( v) L, cos qv dv • 
q > 0 q + y q > 0 q2 + y2 0 
rt 
• ; J1(v) {e{1t-v)y - e(-tt+v)y}av/y(erty + e .. rty), 
0 
waarb1j wegens t.p & t 2(o.,it) 
(17) 
~ ~ f 'f(V} l e(tt-v)y - e(-te+v)y1 dv • e"'Y f fCv)e•VYdv + 0(1) , 
0 0 
1T h J 'P(v) e ':"VY dv .. J t ( v) e •VY dv + o ( e •by) • 
0 
Verder is t,p Ei Lip« 
h J 'f)(v)e-vydv < 
0 
0 
in <O,h '), dus begrensd, 
h 
B s e""VYdv < :ay·1 • 
0 
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Dit ingezet in (17) geeft 
~ ~q O(y-2 ) , 
q > 0 q2 + y2 = 
wat wegens (16) oplevert 
logF(iy) = rry +0(1) ( y • +q,). {·18) 4 -~ ... 
(e). Stel 
( 19) 
De zojuist verkregen schatting had betrekking op het gedrag 
van Fop de imaginaire as. Paley en Wiener verkregen deze in 
hun gevallen (die eveneens ~ functies F golden) met behulp 
van een formule waarin J\.(u) optreedt, nl.Jin de hier gebruikte 
normering, 
OD 
log F( iy) = y2 J Afiu) 
0 
waarbij het rechterlid dus afhangt, behalve van y, van het 
gedrag van Fop de reele as; de formule volgt direct uit de 
productontwikkeling van Weierstrass. Daarnaast moet een tweede 
integraal, die 1).(u) bevat, worden geschat (ditmaal alleen naar 
beneden), nl. 
r f u-1 A(u)du • 
0 
( 20) 
Een complicatie is dater nu rekening moet worden gehouden 
met eventuele inversies. Hiertoe voeren wij het begrip gave riJ 
in. Een rij rx} 0 zal gaaf worden genoemd als deze juist t q <.q<n 
u1t den kleinste (poaitieve) grootheden xq bestaat. Volgens 
lemma I zijn er dan wegens (7) gave rijen voor willekeurig grote 
waarden van n. Wij zullen aannemen dat het getal N steeds aan 
een gave rij van n = N - 1 elementen beantwoordt. 
Dan heeft de rij {xq 3 0 < q < N de eigenschap dat het laatste 
element tevens het grootste is. Stelt men 
I 
(21) · 
- 1C -
dan ie due 
Verder maakt de schetting van (20) nag gebruik van 
Dit 
log q = N log N - N + 0(1) • 
vooropgezet volgt uit (21), (22) en (23) 
u - 1 ii. ( u) du '1! ½ JN-½ :.i - 1.t\N( u )du 
0 
X . 
• ½ [./\N(xN-½)log xN-½ - sN-i log u d~(u)} 
0 
( 23) 
= N tlog(N-½) + log(1+~N-½)1 - L flog q + log(1+~q)} j O<q<N 
== N + N log(1+'&-:s-t) - L log(1+'7q) + 0(1) 1 
O<q<N 
dus, omdet de reeks in het l~atste lid convergeert, en wegene 
(11), (12), (13), 
XN _1. 
½ J 2 u-1A(u)du ~ N + N log(1+"/N-½) + 0(1) 
= N + SN-½ + ½ log( 1+7cN•) + o( 1) == xN-½ + o( 1) • 
Er is dus een aftelbare rij gehele getallen lNJ} z6 dat 
X , SN-1 u-1 A( u)du ~ 2xN-½ + 0( 1) ( 24} 
0 
(f). Van hieraf verloopt het bewijs uit het ongerijmde en 
sluit het, afgezien van de normering van r. woordelijk aan bij 
daix vin J III. Was de bewering over de volledigheid van 
(e q }_oa onjuist, dan beatond 1:::r een functie f waarvoor 
,-e 
H(z)= Jr(t)eiztdt,H(xq)==O (-oo<q<.~)., (25) 
-'tt 
- 11 -
zon<jer det f tt::lf ean nulfunctie zou zijn. H~t ls direct 1n te 
zien dat men f re~el mag nemen, en hetzij even, hetztJ oneven; 
. 
H 1B den evenet:ns E:1ven resp. onevcn. De gehele functie H kan 
niet 1dentiek verdwiJnen (tenzij f een nulfunctie 1a), zeals 
door inv12rs1e van (25) bli,jkt. Dan ts 
H(z) = F(z)G(z), { 26) 
waarbij G geheel. Stel n(r) geliJk aan het eant6l nulpunten 
van H voor lz!, r, en n1(r) aan dit aantal voor G, zodat 
Toepassing van naeu stalling van Jensen geaft ( zie Levinson) 
r 
s u -1 n(u)du ( 2r + 0{1), 
0 
dus we gens ( 24) 
voor alle NE fNj} • Derhalve is n1(r) ,.. o, en volgens Hademard 
ale a en b constenten voorstellen. De mogel1Jkhe1d van oneven 
His daarmee al uitgesloten; het geval van even H levert 
H(z) = a F(z) (a,' O). ( 27) 
Levinson (p., 8) schat nu H(1y) met behulp van (25) en vindt, 
voor ons geval p = 2 en voor y > O, 
waarbi j e > O en & w1llekeur1g kle1n. Di t geeft , 
log \ H(iy) \ ~ 't't!y - ½ logy+ log(e- ty +&), 
waarbij de laatste term in het reohter lid negstiaf is (en •elfs 
kleiner gemaakt kan word.en dan een w1llekeur1g negat1er getal}. 
Dit str1jdt met (18) an (27), q.e.d. 
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Lemma 
OL) 
Zij e1 ri?t1el ( 1 ~ 1), a 1 • oo voor 1-..00, zodat de rij l a1 1.,,1 
in de ru1me zin naar i<limmende grootte van de element€n kan 
p "I 00 
worden geordend. Zij tb 1 J ,='l het resultaat van een dergelijke 
h€::rschikking. Laat (a1f 1 , geen gave dee lri j zijn voor n > N en 
1 \' t1 
vaste N, dus gt~n permutatie van lb J1 1 • Stel 
ala d etn constante voorstelt. Dan is 
n 
lim sup 1 L c~ ~ 1f , 
n• o.o n '1 
wearbiJ het minimum t ken worden bereikt, ook als alle groot-
hed~n a1 onderl1ng ongelijk zijn. 
Opmerk1ngen 
(a). De uitbreiding die wordt verkreg~n ~oor de voorwaard~ 
a1 -:lit~ te vervang€n door a1 < 11m sup a1 is tri vieal. 1 • 00 
(b). De grens i wordt bere1kt voor a2k_1 = 2k, e2k = 2k • 2 
d = - }. 
(c). Het bewijs is gthtel tlementair. 
Een aanvulling hierop {die voor het hlerboven gestelde ont-
beerlijk is) luidt: 
Stelling 
lndien geen twee gave deelrijen l a1j ~ en f a11 ~+'1 van fad~ 
op elkaar volgen is 
n 
1 , ,..2 1 lim sup - L ~1 ~ ~. 
n • oo n 1 
Cok deze ongelijkheid kan niet worden verbeterd., zoals bl1,J .... 
uit t1et voorbeeld a2k_1 = a2k = 2k, d = ½. 
Of de hier behandelde vclledige stelsels volledig blijven 
indien men 2 of meer nulpunten van F met elkaar laat samen-
vallen is nog onopgehelderd .. Het ligt voor de hand aan ieder 
nulpunt xq evenveel elementen toe te voegen als zijn mult1-
1xnt pliciteit bedraagt; behalve e zullen dit niet-zuiver-
exponentHHe funct1ea moeten zijn. De analogia met lineaire 
differentiaalvergeliJkingen met constante co~ff1o1~nten en 
meervoudige wortels van de karakterietieke vergel1Jk1ng ligt 
voor de hand. 
Het l1jttt:.-n1et doenlijk het probleem op te lossen zo lang de 
ontwikkelbaarheid van f naar functies van het benaderende stelsel 
niet vaststaat. Voor de door Paley, Wiener en Levinson behandelde 
gevallen, waarbij f xn - n f ~ D < J , zou het te beproeven zijn. 
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